
ACM95/100b
Problem Set 8 Solutions
03/19/04

Problem 1 (10 points)

(1)
y '' + l2  y = f  HxL
y H0L = 0
y ' H1L = 1

Method 1

From the class notes of 3/5/04 we know that the solution of

(2)
Ly = f
B1  y = d1

B2  y = d2

 will be of the form

(3)y = y1 + y2

where  y1solves Ly=0  with inhomogeneous  boundary  conditions  and y2  solves  Ly=f  with  homogeneous  boundary  condi-
tions.  What's left is to find these solutions and plug into the formula.  y1 will solve

(4)
y '' + l2  y = 0
y H0L = 0
y ' H1L = 1

This ODE has a general solution of the form

(5)y = A ‰Â l x + B ‰-Â l x

The boundary conditions give

(6)
A + B = 0
Â l HA ‰Â l - B ‰-Â l L = 1

The solution to this is

(7)
A =

-Â
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 l Cosl

B =
Â

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 l Cosl

So

(8)y1 =
Sin Hl xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

Now, y2 will solve

(9)
y '' + l2  y = f
y H0L = 0
y ' H1L = 0

We found the solution to this last week using Green's functions.  So the solution is
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(10
y = ‡

0

1

f  HxL G Hx » xL „ x

G =
-Cos Hl Hx-1LL Sin Hl xLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅl Cosl 0 § x < x
- Cos Hl Hx-1LL Sin Hl xLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅl Cosl x < x § 1

So the solution to the inhomogeneous problem with inhomogeneous boundary conditions is

(11)y =
Sin Hl xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

-
Cos Hl Hx - 1LL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

 ‡
0

x

f  HxL Sin Hl xL „ x -
Sin Hl xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

 ‡
x

1

f  HxL Cos Hl Hx - 1LL „ x

Method 2

(12)
y '' + l2  y = f  HxL
y H0L = 0
y ' H1L = 1

Make the change of dependent  variable

(13)z = y + a x+ b

This new variable satisfies

(14)
z ''+ l2  z = f  HxL + l2  Ha x+ bL
z H0L = b
z ' H1L = 1 + a

choose b=0, a=-1 and define the new function g(x)=f(x)-l2x.

(15)
z ''+ l2  z = g HxL
z H0L = 0
z ' H1L = 0

We found the solution to this last week using Green's functions. The solution is

(16)

z = ‡
0

1

g HxL G Hx » xL „ x

G =
-Cos Hl Hx-1LL Sin Hl xLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅl Cosl 0 § x < x
- Cos Hl Hx-1LL Sin Hl xLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅl Cosl x < x § 1

So the solution to the inhomogeneous problem with inhomogeneous boundary conditions is

(17)y = x -
Cos Hl Hx - 1LL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

 ‡
0

x

g HxL Sin Hl xL „ x -
Sin Hl xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l Cosl

 ‡
x

1

g HxL Cos Hl Hx - 1LL „ x

Problem 2 (5¥7 points)
a)

(18)
Jn =

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰Â Hx Sin q-nqL  „ q

x2  y'' + x y ' + Hx2 - n2L y = 0

Compute derivatives
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(19
y ' =

Â
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Sinq ‰Â Hx Sinq-nqL  „ q

y '' =
-1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Sin2 q ‰Â Hx Sinq-nqL  „ q

Plug in

(20)x2  y'' + x y ' + Hx2 - n2L y =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

H-x2  Sin2 q + Â x Sinq + x2 - n2L ‰Â Hx Sin q-nqL  „ q

Using a trig identity we may rewrite the integrand

(21)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Hx2  Cos2 q + Â x Sinq - n2L ‰Â Hx Sinq-nqL  „ q

Following the hint, we set

(22)u =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‰Â Hx Sin q-nqL

and calculate

(23)-uqq - 2 Â n uq =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 Hx2 Cosq2 + Â x Sinq - n2L ‰Â Hx Sin q-nqL

This last expression is simply the integrand we found above.  So we have

(24)
x2  y'' + x y ' + Hx2 - n2L y = ‡

0

2 p

H-uqq - 2 Â n uq L „ q =

uq  H0L - uq  H2 pL + 2 Â n Hu H0L - u H2 pLL =
Â Hx - nL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 p
-

Â Hx - nL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 p
+ 2 Â n J

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

N = 0

b)

(25)J0  H0L =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰0  „ q = 1

(26)Jn  H0L =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰-Â n q  „ q =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 
i
k
jjj

‰-Â n2p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-Â n

-
‰-Â n 0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-Â n

y
{
zzz =

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 J
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-Â n

-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-Â n

N = 0

(27)J1 ' H0L =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Â Sinq ‰-Â q  „ q

Breaking the complex exponential into it's real and imaginary parts gives

(28)
Â

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Sinq Cosq „ q +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Sin2 q „ q = 1 ê2

(29)Jn ' H0L =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Â Sinq ‰-Ânq  „ q

Breaking the complex exponential into it's real and imaginary parts gives

(30)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Â Sinq Cos Hn qL „ q +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

Sinq Sin Hn qL „ q

By the orthogonality properties of Sine and Cosine we know that both of these integrals vanish for  all n≠±1.

c)
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Is the following true?

(31)‰
xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‚

n=-∞

∞

Jn  HxL tn

Replace t with ‰i q  

(32)‰Â x Sin q = ‚
n=-∞

∞

Jn  HxL ‰Â n q

Now, what we are asking is if the right side is the Fourier series of the left side on the interval [0,2p].  Since Fourier series
are unique, this last question will be answered affirmatively if the Fourier coefficients of the left side are exactly Jn HxL.  To
check this, we multiply both sides by an exponential and integrate using the orthogonality property

(33)

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰Â x Sin q  ‰-Â k q  „ q =

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‚
n=-∞

∞

Jn  HxL ‰Â n q  ‰-Â k q  „ q = ‚
n=-∞

∞

Jn  HxL 
i

k
jjjj

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰Â n q  ‰-Â k q  „ q
y

{
zzzz = Jk  HxL

Also observe that by the definition given in part (a) we have

(34)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 p

 ‡
0

2 p

‰Â x Sin q  ‰-Â k q  „ q = Jk  HxL

So, the Fourier coefficients agree, and the expression

(35)‰
xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‚

n=-∞

∞

Jn  HxL tn

is correct.

d)

Take the expression from part (c) and set 

(36)t = ‰Â q

We find

(37)‰
xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‰

xÅÅÅÅÅ2  H‰Â q -‰-Â q L = ‰Â x Sin q

So

(38)‰Â x Sin q = ‚
n=-∞

∞

Jn  HxL ‰Â n q

Take the expression from part (c) and set

(39)t = Â ‰Â q

We find

(40)‰
xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‰

xÅÅÅÅÅ2  HÂ ‰Â q +Â ‰-Â q L = ‰Â x Cosq

So

(41)‰Â x Cosq = ‚
n=-∞

∞

Ân  Jn  HxL ‰Â n q
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e)

(42)‰
xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‚

n=-∞

∞

Jn  HxL tn

Compute the derivative of this expression with respect to x.

(43)
1
ÅÅÅÅÅ
2

 Jt -
1
ÅÅÅÅÅ
t
N ‰

xÅÅÅÅÅ2  It- 1ÅÅÅÅÅt M = ‚
n=-∞

∞

Jn ' HxL tn

Using the generating function again gives

(44)
1
ÅÅÅÅÅ
2

 Jt -
1
ÅÅÅÅÅ
t
N ‚

n=-∞

∞

Jn  HxL tn = ‚
n=-∞

∞

Jn ' HxL tn

Rearranging the terms on the left side gives

(45)
1
ÅÅÅÅÅ
2

 ‚
n=-∞

∞

Jn  HxL tn+1 -
1
ÅÅÅÅÅ
2

 ‚
n=-∞

∞

Jn  HxL tn-1

By shifting the indices this becomes

(46)
1
ÅÅÅÅÅ
2

 ‚
n=-∞

∞

Jn-1  HxL tn -
1
ÅÅÅÅÅ
2

 ‚
n=-∞

∞

Jn+1  HxL tn

So we have

(47)‚
n=-∞

∞

HJn-1  HxL - Jn+1  HxLL tn = ‚
n=-∞

∞

2 Jn ' HxL tn

Now, as in part (a) we could let t= ‰Â q  and then make the observation that since Fourier series are unique the coefficients of
both sides must be the same.  This gives

(48)Jn-1 - Jn+1 = 2 Jn '

Problem 3 (6¥6 points)
a)

(49)ut = k J
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

 Hr2  ur Lr +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2  Sinq

 HSinq uq Lq N

Let u=R(r)X(q)T(t) and simplify

(50)
T'
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
T

= k J
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
R r2

 Hr2  R'L ' +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2  Sinq

 
HSinq X 'L '
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

X
N

Since the left side is a function of t only and the right side is independent of t we have

(51)
T' - g k T = 0

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
R r2

 Hr2  R'L ' +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2  Sinq

 
HSinq X 'L '
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

X
= g

Multiplying by r2 and simplifying gives

(52)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Sinq

 
HSinq X 'L '
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

X
= g r2 -

1
ÅÅÅÅÅÅÅ
R

 Hr2  R'L '

Since the right side is a function of r and the left side is a function of q, both sides must be the same constant, call it -l.
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(53Hr2  R'L ' - Hl + g r2L R = 0
Sinq HSinq X 'L ' + l Sin2 q X = 0

b)

If we set

(54)x = Cosq

Then we have for any A(q)=B(x(q))

(55)Sinq Aq = Sinq Bx  xq = -Sin2  q Bx = Hx2 - 1L Bx

Applying this result twice with X(q)=y(x(q))

(56)Sinq HSinq Xq Lq = -Sin2  q HHx2 - 1L yx Lx = Sin2  q HH1 - x2L yx Lx
Plugging this into the ODE gives

(57)Sin2  q HHH1 - x2L yx Lx + l yL = 0

or

(58)HH1 - x2L yx Lx + l y = 0

c)

In general, if we have a generating function

(59)g Hr, xL = ‚
n=0

∞

an  HxL rn

Then we can compute k derivatives with respect to r

(60)
∑k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑rk

 g Hr, xL = ‚
n=k

∞ n!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Hn - k !L

 an  HxL rn-k

and set r=0

(61)
i
k
jjj

∑k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑rk

 g Hr, xLy
{
zzz

r=0
= n! ak  HxL

We'll use this trick several times below

i)

(62)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - 2 r x + r2

= ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn

Set x=1 and compute the kth  derivative of both sides with respect to r

(63)
k !

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H1 - rLk+1

=
„k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ rk

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - r

=
„k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ rk

 ‚
n=0

∞

Pn  H1L rn = ‚
n=1

∞ n!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Hn - kL !

Pn  H1L rn-k

Now set r=0

(64)k != k ! Pk  H1L
or

(65)Pn  H1L = 1
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ii)

(66)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - 2 r x + r2

= ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn

Set x=-1 and compute the kth  derivative of both sides with respect to r

(67)
H-1Lk  k!

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H1 + rLk+1

=
„k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ rk

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 + r

=
„k

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ rk

 ‚
n=0

∞

Pn  H-1L rn = ‚
n=k

∞ n!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Hn - kL!

Pn  H-1L rn-k

Now set r=0

(68)H-1Lk  k != k ! Pk  H-1L
or

(69)Pn  H-1L = H-1Ln

iii)

(70)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - 2 r x + r2

= ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn

Set r=0

(71)1 = ‚
n=0

∞

Pn  HxL 0n = P0  HxL

(72)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - 2 r x + r2

= ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn

Compute one derivative with respect to r.

(73)
x - r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H1 - 2 r x + r2L3ê2

= ‚
n=1

∞

n Pn  HxL rn-1

Set r=0

(74)x = ‚
n=1

∞

n Pn  HxL 0n-1 = P1  HxL

d)

(75)
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 - 2 r x + r2

= ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn

Compute the derivative with respect to r

(76)
x - r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H1 - 2 r x + r2L3ê2

= ‚
n=1

∞

n Pn  HxL rn-1

Using the generating function gives

(77)
x - r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - 2 r x + r2

 ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn = ‚
n=1

∞

n Pn  HxL rn-1

Rearranging gives
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(78‚
n=0

∞

Pn  HxL Hx - rL rn = ‚
n=1

∞

n Pn  HxL H1 - 2 r x + r2L rn-1

Expand this into separate series

(79)‚
n=0

∞

x Pn  HxL rn - ‚
n=0

∞

Pn  HxL rn+1 = ‚
n=1

∞

n Pn  HxL rn-1 - ‚
n=1

∞

2 n x Pn  HxL rn + ‚
n=1

∞

n Pn  HxL rn+1 = 0

By shifting indices we combine this into a single series

(80)

x P0  HxL - P1  HxL + H3 x P1  HxL - 2 P2  HxL - P0  HxLL r +

‚
n=2

∞

HH2 n + 1L x Pn  HxL - Hn + 1LPn+1  HxL - n Pn-1  HxLL rn

Taking k derivatives with respect to r and setting r=0 gives:

(81)H2 n + 1L x Pk  HxL - Hk + 1LPk+1  HxL - k Pk-1  HxL = 0

or

(82)Hn + 1L Pn+1 = H2 n + 1L x Pn - n Pn-1

Setting n=1 gives

(83)P2 =
1
ÅÅÅÅÅ
2

 H3 x P1 - P0L =
1
ÅÅÅÅÅ
2

 H3 x2 - 1L

e)

(84)Pn  HxL =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2n  n!

 
„n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ xn

 Hx2 - 1Ln

Since Rodrigue's formula tells us to differentiate n times a polynomial of degree 2n the resulting polynomial, after differenti-
ation, will be of degree n.

We can show the orthogonality relation by integrating and using Rodrigues formula:

(85)‡
-1

1

Pn  HxL Pm  HxL „x =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2n  n!

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2m  m!

 ‡
-1

1 „n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ xn

 Hx2 - 1Ln  
„m

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„ xm

 Hx2 - 1Lm  „ x

This integral is of the form

(86)‡
-1

1

uHnL  HxL vHmL  HxL „x

By integrating by parts n times we get

(87)‚
k=1

n

H-1Lk+1  vHm+k-1L  H1L uHn-kL  H1L + ‚
k=1

n

H-1Lk+1  vHm+k-1L  H-1L uHn-kL  H-1L + H-1Ln  ‡
-1

1

u HxL vHm+nL  HxL „x

Notice that

(88)J
„r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„xr

 Hx2 - 1LnN
x=1

= J
„r

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
„xr

 Hx2 - 1LnN
x=-1

= 0 for 0 § r < n

For this reason

(89)uHn-kL  H1L = uHn-kL  H-1L = 0 for k œ 81, ..., n<
and so all the boundary terms vanish.  We have
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(90
‡

-1

1

uHnL  HxL vHmL  HxL „x = H-1Ln  ‡
-1

1

u HxL vHm+nL  HxL „ x

(i) Suppose n>m

v is a (2m)th degree polynomial so the (m+n)th derivative of v is 0 since n>m. This means that the integral on the right is
zero.  Hence Pn  is orthogonal to Pm  for n>m.  By symmetry this result also holds for n<m.

(ii) Suppose n=m

We have

(91)‡
-1

1

Pn  HxL Pn  HxL „x =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2n  n!L2

 ‡
-1

1

HuHnL L2  „ x

From the integration by parts procedure just used we write this as

(92)
H-1Ln

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2n  n!L2

 ‡
-1

1

u HxL uH2 nL  HxL „ x =
H-1Ln  H2 nL!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2n  n!L2

 ‡
-1

1

Hx2 - 1Ln  „ x

This last integral can be looked up in a table

(93)‡
-1

1

Hx2 - 1Ln  „ x =
H-1Ln 22 n+1  Hn!L2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

H2 n + 1L!

Inserting this into the integral expression gives

(94)‡
-1

1

Pn  HxL Pn  HxL „x =
H-1Ln  H2 nL!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2n  n!L2

 
H-1Ln 22 n+1  Hn!L2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

H2 n + 1L !
=

2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

So we conclude

(95)‡
-1

1

Pn  HxL Pm  HxL „x =
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 dm,n

f)

(96)I = ‡
-1

1

x Pn  HxL Pm  HxL „x

From the recursive relation of part (d) we may rewrite this as

(97)

I = ‡
-1

1

J
n + 1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 Pn+1  HxL +
n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

Pn-1  HxLN Pm  HxL „x =

n + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 ‡
-1

1

Pn+1  HxL Pm  HxL „ x +
n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 ‡
-1

1

Pn-1  HxL Pm  HxL „x

Using the result of part (e) these two integrals are easily found

(98)
n + 1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 Hn + 1L + 1

 dm,n+1 +
n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n + 1

 
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 Hn - 1L + 1

 dm,n-1

Simplifying gives the desired result

(99)I =
2 Hn + 1L

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2 n + 1L H2 n + 3L

 dm,n+1 +
2 n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H2 n + 1L H2 n - 1L

 dm,n-1
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